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Einleitung. 


In seinen Vorlesungen über Dynamik beschränkt sich Jacobi bei der 
Anwendung der Hamilton’schen Methode auf solche Probleme, bei wel- 
chen die Bewegung nur von der Configuration der Punkte, nicht aber von 
ihren Geschwindigkeiten abhängt. Diese Methode lässt sich jedoch, wie 
bereits Riemann bemerkt hat, auch auf manche Probleme anwenden, bei 
denen die Geschwindigkeiten in Frage kommen. 

Handelt es sich um die gegenseitige Anziehung von Punkten und ver- 
steht man unter 7 die halbe lebendige Kraft, unter U diejenige Function, 
welche, nach den rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes differentiirt, 
die Componenten der in jenem Punkte wirkenden Kraft giebt, so gilt, 
wenn U nur die Coordinaten und ausserdem die Zeit implicite oder explieite 
enthält, nicht aber von den Geschwindigkeiten abhängt, die Gleichung 
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1) | (+ D)aı=0. 
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Dabei wird die Variation so verstanden; dass die Grenzen nicht mit varlirt 
werden. Diese Gleichung behält ihre Geltung auch dann, wenn Bedin- 
gungsgleichungen vorhanden sind, welche die Zeit enthalten dürfen; von 
solchen wollen wir jedoch ganz absehen, 
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Das Bestehen der Gleichung 1) wird als erstes Erforderniss von der 
Hamilton’schen Methode vorausgesetzt. Sie folgt aus den gewöhnlichen 
Gleichungen der Bewegung und umgekehrt lassen sich die letzteren aus 
ihr ableiten. 

Enthält nun aber U die Geschwindigkeiten, so ist es fraglich, ob aus 
der Gleichung 1) die gewöhnlichen Gleichungen der Bewegung folgen wür- 
den. Es muss also bei jedem Probleme untersucht werden, ob dies statt- 
findet oder nicht. Im ersteren Falle dürfen wir von jener Gleichung aus- 
sehen, im anderen nicht. Sollte es uns aber im letzteren gelingen, eine 
andere Function U so zu bestimmen, dass, wenn wir sie an Stelle des frühe- 
ren U in die Gleichung 1) einsetzen, aus derselben die gewöhnlichen Be- 
wegungsgleichungen folgen, so können wir diese neue Gleichung an die 
Spitze der weiteren Untersuchung stellen. | 

Eine allgemeinere Methode, dieses neue U zu finden, haben wir noch 
nicht. Einige kurze Bemerkungen über den Fall, wo das Potential aus 
zwei Theilen besteht, deren einer die Geschwindigkeiten enthält, während 
der andere frei von ihnen ist, gab Riemann in seinen Vorlesungen. 

Ist jenes U auf irgend eine Weise gefunden, so werden independente 
Coordinaten 9,....g, und, um die Differentialquotienten zu entfernen, 
neue Grössen 2, ....2» durch die Gleichungen 

THU) _ 
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eingeführt und aus der Gleichung I) die Differentialgleichungen des Pro- 
blems in den independenten Coordinaten abgeleitet. Die Hamilton’sche 
Methode ersetzt das System von Differentialgleichungen durch eine par- 
tielle Differentialgleichung erster Ordnung mit (v—+1) Variabelen, deren 
allgemeine Lösung V zu suchen ist, welche also ausser der additiven Con- 
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stanten & noch v andere arbiträre Constanten &, ....c«, enthält. 
Gelingt es uns dann, nachzuweisen, dass die 2v Gleichungen 
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wo die ß neue willkürliche Constanten sind, die Integralgleichungen des 
obigen Systems von Differentialgleichungen sind, so war die Anwendung 
der Hamilton’schen Methode gerechtfertigt und das Problem ist auf die 
Ausführung gewisser Integrale reducirt. Gelingt uns aber dieser Beweis 
nicht, so sind die Resultate illusorisch. | 

Der allgemeine Beweis für den Fall, dass U nur die Coordinaten und 
die Zeit implicite oder explicite, nicht aber die Geschwindigkeiten enthält, 
findet sich bei Jacobi in. der 20. Vorlesung. Für solche Fälle aber, wo U 
die Geschwindigkeiten enthält, ist stets eine besondere Untersuchung nöthig. 
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Für das hierher gehörende Problem der Anziehung nach dem 
electrodynamischen Gesetze von Weber hat Neumann* auf 
einem eigenthümlichen Wege den Ausdruck U, welcher in die Gleichung 1) 
einzusetzen ist, gefunden und dadurch jenem Gesetze eine neue Bedeutung 
gegeben. 

Dieses interessante Gesetz wird schon jetzt vielen Untersuchungen zu 
Grunde gelegt, scheint jedoch nach der Ansicht vieler Forscher berufen 
zu sein, in späterer Zeit eine noch grössere Rolle zu spielen. Sicher hat 
es grosse Wichtigkeit schon insofern, als es das Newton’sche als speciel- 
len Fall in sich schliesst. 

Wir wollen in Folgendem untersuchen, ob sich die Hamilton’sche 
Methode auf dieses Problem anwenden lässt, und zwar soll zunächst er- 
örtert werden die Bewegung eines Punktes, welcher nach dem 
Weber’schen Gesetze von einem festen Oentrum angezogen 
wird. 

Ehe wir jedoch zu der eigentlichen Untersuchung übergehen, sind die 
nöthigen Bemerkungen über den Zusammenhang des Weber’schen mit 
dem Neumann’schen Ausdrucke vorauszuschicken. 

Ist r die Entfernung des Punktes xyz von dem anziehenden Centrum, 
und m seine Masse, dann ist die in der Richtung von r wirkende Anziehung 
nach Weber: 
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Hier ist c eine sehr grosse Constante und zwar, wie man vermuthet, un- 
gefähr die Geschwindigkeit des Lichtes. 

Die gewöhnliche Kräftefunction würde also sein: 

m 7 
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Es ist klar, dass die Bewegung des Punktes in einer Ebene stattfindet, 
welche durch die Richtung von r und die des anfänglichen Stosses be- 
stimmt wird; denn es ist kein Grund vorhanden, welcher den Punkt be- 
stimmen sollte, diese Ebene zu verlassen. Wir beschränken uns also auf 
zwei Coordinaten. 

Die Bewegungsgleichungen sind 
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aus diesen folgt, wie leicht zu sehen: 


* Neumann, Principien der Electrodynamik, Tübingen 1868. — Vergl. auch 
Seegers, Inauguraldissertation: De motu perturbationibusgue planetarum etc. Göt- 
tingen 18064, 
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und durch Integration: 
5) T=U,-+c.. 
Es gilt also das Princip der lebendigen Kraft, welches nicht ohne Wei- 
teres angewendet werden durfte. Beiläufig sei bemerkt, dass auch das 
Flächenprineip gilt, da es sich um eine Oentralkraft handelt. 


Neumann hat nun gefunden, dass man auf die Bewegungsgleichun- 

gen 4) kommt, wenn man in die Gleichung 1) statt des gewöhnlichen U, 
einsetzt: 2 
m IE 

und zwar ist er folgendermassen auf dieses U gekommen: Zieht das Cen- 

trum den Punkt xyz mit der Masse m nach dem Newton’schen Gesetze 


a 

an, so gehört zur Entfernung r, das Potential —. Angenommen nun, das 
no 

Potential käme nicht sofort zur Geltung, sondern würde mit endlicher Ge- 

schwindigkeit dem sich bewegenden Punkte zugeschickt, wie z. B. das 

Licht oder der Schall, so würde das zur Entfernung r, gehörende Potential 


den Punkt erst dann erreichen, wenn er sich in einer anderen Entfernung 

. m o . . m 

r befindet, so dass nicht — das dort wirkende Potential ist, sondern — 
= 


?. 
0 
oder, wie aus den Entwickelungen von Neumann hervorgeht, der 


Ausdruck 5 
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wo c die Geschwindigkeit ist, mit welcher sich das Potential im Raume 
fortbewegt. 


x 


‚ Dass man jetzt wirklich von Gleichung 1) auf die Gleichungen A) 
kommt, ist leicht zu zeigen. Ist 7 die halbe lebendige Kraft, so ist 
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Die Integration durch Theile giebt für jedes Integral der rechten Seite 
ein neues Integral und einen vom Integral freien Theil. Der letztere fällt 
weg, da die Endpositionen nicht mit variirt werden, so dass stehen bleibt: 
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s [ram ("dc +y’öy) dt. 
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Ans U (1 + ea folgt ferner 
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also: 


3 H \ t, 
m r' 2m war 
>) Türen (143) orac+ = | — Ir dt. 
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Wendet man auf Tan letzte Integral die Von durch aureht an 
und zieht man Alles zusammen, so folgt: 
2 ! Hr 
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s (vu=- "(1 -54°) ör auf Rörar 
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Demnach ist: 


3 L; 
R „ X \ [24 Y 
ö (T+D)d=— ME meh 82 + (mu Ar öy|ar=0. 
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öx und öy sind aber unabhängig von einander, so dass sich folgende 
Gleichungen ergeben: 


x [2 9; 
ma’—=R—, my=R-; . 
r r 


dies sind aber die obigen Bewegungsgleichungen. 
Jetzt dürfen wir die Gleichung 1) zum Ausgangspunkte der Unter- 
suchung nehmen. 


S 2. 
Ableitung der Differentialgleichungen des Problems in 
independenten Coordinaten. 
Als independente Coordinaten werden r und # eingeführt durch die 
Gleichungen: 
v=rcos#, y=rsin®, 
so dass (T7-+ U) eine Function von r, r', 9, $ wird. Man bilde 


fi (T+U)dt 


Eid wende die Integration ren Theile an, dann ergiebt sich, da die vom 


Integral freien Theile wegfallen, an Stelle von Gleichung 1) des $ I: 
t, 
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Da ör und d% unabhängig von ee sind, so ergeben sich die 


Gleichungen: 


Der 


°(T+D) TH), 


Or Or en 
(+0) a. 
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Dies sind die Bewegungsgleichungen in der neuen Form. 
Der Werth von (7-+-U) in den neuen Coordinaten ist: 


ae u ee RR 
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Jetzt sind neue Grössen p einzuführen durch die Gleichungen 


o(T+V) d(T+UV) 
or —=Pı; a = Pa; 


Ga. 
n=2rm(}+- 3); r=mr®”. 


Bezeichnen wir nun (T+T), sobald die neuen Grössen eingeführt sind, 
mit |T+ U], so erhalten wir: 


; Par tale aa u hen 
+ — + + dr +9 + 
1 
Eh ( + =) 
Für diesen Ausdruck gelten nun folgende Gleichungen: 
o|T+U]_ o|T+U]| 
r, Tara 

op: OP; 
CEO OT FIR 

Keen 
o|T+D] O(T+UV) 2m 
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Setzt man diese Resultate in die obigen Gleichungen der Bewegung ein, 
so ergeben sich folgende Differentialgleichungen des Problems: 


Welt] ee 
1) Or di r? 
ß ae wer, 
) a 
und dazu kommen noch: 
‚ @lT+Ul_a 
2) y Op, 2 
| a 
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S 3. 
Aufstellung der partiellen Differentialgleichung 


erster Ordnung. 
Setzen wir: 


z 
1) v= ( (+0) di 
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und bilden wir 6 P,, jedoch so, dass auch die Endpositionen variirt werden, 
so fallen bei der Integration durch Theile nicht mehr die vom Integral 
freien Ausdrücke weg, so dass wir haben: 


sr — er + 0| 
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Nach dem Obigen ist der letztere Theil gleich Null; bezeichnen wir dem- 
nach mit r, und 8, die Anfangspositionen, mit r und # die Endpositionen, 
so bleibt stehen: 


R y_ 9(T+V) gr 2 DI 2 ALT May. Eh Depp. 
or Or, 0% 


0% 

Betrachten wir aber YV als Function der Anfangs- und Endpositionen und 
der verflossenen Zeit, so ist: 

: V 
IV = gr 5,09+ -dr+ 22 08. 

Vergleicht man die beiden letzten IRRE und setzt man, da die Va- 
riationen willkürlich sind, die entsprechenden Factoren gleich, so ent- 
stehen folgende Gleichungen: 


oV el? %) oV o(T+VD) 

ERTZE Fe aan —=Pı; Pr GERT AFT —=Ps; 

oV o(T+U) _ RE o(T+U) 

DE a a ae 


Die p lassen sich demnach ersetzen durch partielle Differentialquotienten 
von V nach den independenten Coordinaten, 

Wir betrachteten soeben F als Function der Anfangs- und Endcoordi- 
naten und der verflossenen Zeit 1; letztere ist in V sowohl explicite ent- 
halten, als auch implieite in den Endcoordinaten, nicht aber in den An- 
fangscoordinaten, so dass 

av _ 08V oV dr 0V ds 
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Ferner giebt die Differentiation der Gleichung 1) nach der oberen Grenze t: 


Durch Subtraction von 3a) und 3b) erhalten wir: 


A EZ 29) 


oder wenn man setzt: 


I ; ’ 
Das w 9 (+0) pr +99 —|T+D] 


—2|7+0, — = -|T+0]= -|7+ 01, 


— —=(, 

4) = +Y | 

In diese Gleichung kann man an Stelle von r, r', $ und 9 einführen r, &, 
oV oV 

Pı, Pa} Ppı und p, aber lassen sich ersetzen durch Ir und Ze 5° dass in 

oV 4 
EBD. 
formationen geht also Gleichung 4) über in eine partielle Differen- 
tialgleichung erster Ordnung mit drei unabhängigen Va- 
riabelen, durch welche F definirt wird als Function vonr, 
it und ®. 


Gleichung 4) nur noch vorkommen r, 9, Durch diese Trans- 


SR 
Beweis für die Anwendbarkeit der Hamilton’schen Me- 
thode auf unser Problem. 


Es ist der Beweis für folgende Behauptung zu liefern: 

Ist V eine allgemeine Lösung der obigen partiellen Differentialgleich- 
ung erster Ordnung, d.h. ein Integral, welches ausser der additiven Con- 
stanten @ noch zwei andere arbiträre Constanten «&, und a, enthält, und 


setzen wir: 
0a oV 


]) 0a, =ß, 0, = Ps, 

wo ß, und.ß, neue willkürliche Constanten sind, und nehmen wir dazu aus 
Gruppe 2) des $ 3 folgende Gleichungen: 
oV | oV 
re 
so wird behauptet, dass diese Gleichungen die Integralgleichungen des 
Systems von Differentialgleichungen am Schluss von $ 2 sind. 

Beweis. Der Beweis ist geliefert, wenn gezeigt wird, dass die Dif- 


ferentiation der Gleichungen I) und II) nach t auf die obigen Differential- 
gleichungen führt. 


II) = Ps) 
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Die Gleichungen IT) gelten zunächst identisch für jedes beliebige t, 
z. B. auch für (+ dt); differentiire ich also beiderseits vollständig nach {, 
so darf ich beide Seiten gleich setzen. Da nun ? sowohl explieite in nn 
vorkommt, als auch implicite (in r und 8), so ergiebt sich: 
NER EN o®V 1 RER; 
% 9,01 9m,0r dt 0908 dı’ 
a 
08,01 0w,0or dir’zaa,o®. di 
Ferner darf ich die Gleichung 4) in $ 3 partiell nach den « differen- 
tiiren, da die @ willkürlich sind, also die Gleichung auch identisch für 
(«+ de) gilt. Man erhält: 


a ®V oO 
b) are Dar 
05% od 


er 73 


Nun ist aber 


PB Ze 2 
Rap real 
IE a0 
wo r, ©, 2 Er; vermittelst der Gleichungen: 
= Pı Bea 
R (i 1 ) mr?’ 
A ler 
oV oV 


durch r, 9, p, und p, zu ersetzen sind. Hat man auf diese Weise % als 
Function von t,r, &, p, und p, dargestellt, so sind offenbar &, und o, in % 
nur insofern enthalten, als sie in 9, und p, vorkommen; die Gleichungen b) 
gehen also über in: 
OR V ob Op ,O%. 0m 
00, dt dp, dm, dp, dm’ 
EV Oy Op ,9y Om 


20,01" Op dm, dp 9,’ 


oder in: 
LPV |, Er 0,87 0 
310 dmör dp 9m9% 0p,' 
ne IE a E52" 
l 0,0" dm,ör Op, 09,09 Op, 
Die Gleichungssysteme a) und c) haben dieselben Coefficienten. Giebt 


also die Auflösung derselben etwas Bestimmtes, so müssen sich für die 
Unbekannten dieselben Werthe ergeben, d.h. es muss sein: 


e) 


Va 


dr 0ow 09 0Ow 

aan. 

so dass wir die Auflösung der Gleichungen a) umgangen haben durch Auf- 
stellung des Systems c). Etwas Bestimmtes aber geben die Gleichungen 
(insofern die Coeffieienten derselben endlich bleiben, was immer angenom- 
men wird) stets dann, wenn die Determinante der Coefficienten verschie- 


den von Null ist, d.h. sobald 


en 0) 0 (0V\ 0 a 
are er al y er. Teen 
;E ash 00/ 08\0, u re 09/2 
4 V 
„Wäre aber R=0, so wären die Grössen RR und a als Functio- 
00 00, 
nen von r und # betrachtet, nicht unabhängig von einander, d.h. es müsste 
: DIET, 
zwischen — , —, 
04 0%, 
{ oV A \ 
® nicht enthielte. Ebenso wären 8 und EE als Functionen von «, und 
&, betrachtet, nicht unabhängig von einander, und es müsste zwischen 
OK ON 


5) 


&, a, und { eine Gleichung existiren, welche r und 


r, $ und ? eine Gleichung existiren, in welcher a, und o, nicht 


Or’ 08’ 
vorkämen. Man hätte also eine Gleichung von der Form: 
a 
o=F (1, r,%, IN 3 


d. h. eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welcher die vor- 


D.P=-.. 5 
ausgesetzte Lösung V genügen müsste und welche — nicht enthält. Dies 


01 
ist aber unmöglich, wenn Y wirklich eine vollständige Lösung von Gleich- 
ung 4) sein soll.‘‘ Die Begründung davon ist wörtlich dieselbe, wie bei 
Jacobi 8.161 etc. | 
Sobald also 7 wirklich eine vollständige Lösung der betreffenden 
Gleichung ist, kann A nicht Null werden. Der Schluss auf das Bestehen 
der Gleichungen 5) war demnach ein berechtigter. 
Sind nun die Gleichungen 5) identisch mit den Gleichnngen 2) in $ 2, 
nämlich mit | 
o|T+U|. ar o\T+U| a# 
PT ap. nn 
so sind wirklich die Gleichungen I) die Integralgleichungen der letzteren. 
Und dies ist der Fall, denn in $ 3 war 


R 2m 
folglich 
ou 9|T+V| dr 


op; 9 dr 
und ebenso 
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Also: die Gleichungen I) sind die Integralgleichungen der 
Differentialgleichungen 2) in $ 2. 

Um dasselbe für die Gleichungen II) zu beweisen, differentiiren wir 
dieselben vollständig nach ? und erhalten: 
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a) dt Oral‘ drdr di drop dt 
AnEIIO Pr, 0: Vu drämgarrnae 
aı 8801 ' Oro» dt 9909 di 


Da 
EV: OR, ®V Op eV 9m 
orör Or’ 0r09 9%’ 090% 098’ 
und 
®V Op 
082dr Or 


ist; da ferner nach den Gleichungen 5) 


dr Oowy d9_ Om 
di 8p,’ di 0p, 
so geht das System d) über in: 


apı _ @V om Oy 0m Od 
S di drdt' Or dp, Or dp’ 
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Die partielle Differentiation der Gleichung 4) nach r und # giebt aber, 


or ze 
da r und 8 zunächst In’ Z dann aber in vw sowohl explieite, als auch im- 


plicite in den p vorkommen, 
2 AT RUE 
N)  Ordt Op, Or "Op, Or. Or’ 
rt 0% „op BERN 
990: Op 99 "Op, 09 "08’ 
so dass wir durch Subtraction der Systeme e) und f) erhalten: 
6) Be am ap __ 0%, 
dt Or’ dt: = Or 


Da jedoch v=|T+U| — = ist, so folgt ans 6) 


apı _ o\T+U| 2m 


— 0 — 


em D.. 


Dies sind aber die Gleichungen 1) in$2. Also: die Gleichungen II) 
sind die Integralgleichungen der entsprechenden Differen- 
tialgleichungen. 

Damit ist der Beweis für die Anwendbarkeit der Hamilton’schen 
Methode auf unser Problem geliefert, und zwar in einer Form, in welcher 
er sich höchst einfach auf beliebig viele Variabelen ausdehnen lässt. Jetzt 
sind wir überzeugt davon, dass die Integration der partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung richtige Resultate liefern wird. 


| S 5. | 
Integration der partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung. 


Ersetzt man in der Differentialgleichung 


oV 
| er 
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ol! Or 088. h (: 1 ) ZRTE N 
4 0 
r und 9 durch die p, und dann p, und p, durch er und = so geht sie 
über in: 
2 oV oVv\? N (SE 1 m 
2 FI Ar u) 2m(rc+2) + (58 mr? er 


OR , De £ 
t kommt nur in 77 sonst nicht explicite vor, deshalb setzen wir ver- 
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MORE“ R ee | 
suchsweise Fre oder Y=«,1+ W, wo «, eine willkürliche Constante, 
oe Er ro WON } 
W aber constant nach { ist, so dass, da DE FR) Be ist, die 


Gleichung übergeht in: 
2 OR ale A ar 1 m 
+) cars t Fe 


® 17) W . . “ o 
Da # nur in —-, sonst nicht explieite vorkommt, so setzen wir: 


0% 
oW 
Fe Va, W=39+2, 
07 
wo Z constant nach ! und # ist, also = Ir . Die Gleichung geht über in 


0Z | ro Gy LROR 
< +(5) 2m (r@®+2) 28 am ee 


also 


oz 0, ( 2 

va VO 5)0+2) 
d.h. ee 2 

ir vl yü er, 3 


so dass sich als allgemeine Lösung der Gleichung 4*) ergiebt 


ER a DEREN ER 
A) r=attası mV (2-02) (14 )ar. 


Die Integralgleichungen für das mechanische Problem sind, wie oben 
nachgewiesen: 


oV 0Z — 
77 Ur 0 + 
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= dar Kara 
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” Er 
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ZMANRE 
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Dieses Integral giebt den Zusammenhang zwischen f und r. 
Ferner erhalten wir: | 
2 
0) el Me u, 
E Dre u. 
z Ze ee 
e r % 


wodurch der Zusammenhang zwischen $ und r gegeben ist. 
5 Ian: i 2 
Führt man in das letzte Integral ar ein, so geht die Gleichung 


über in 


2Z 
el; Vır az 
04 = — ; 
) ' 2m? Z— 20m = 09° 2? 


S 6. 
Constantenbestimmungen etc. 


Aus Gleichung B) folgt: 


el 
Aus Gleichung C) folgt: 
2 
0 Er; 2 = 
2 
p” ST => — 2a,m 
RR: 


und durch Division der beiden Gleichungen ergiebt sich: 
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Da aber r?d® der doppelte Flächeninhalt eines Elementes ist, welches der 
Radius vector beschreibt, so ist «, dieselbe Constante, welche uns das 
Flächenprineip giebt. Dass letzteres hier gilt, wurde schon oben erwähnt. 


Ist also der Anfangszustand gegeben durch 


ds 
Io, ro; Don 2 di 53 ) 
—o 


und den Winkel ß,, welchen die Anfangsgeschwindigkeit mit dem Radius 
vector r, bildet, so dass 


25,300 1,00, As cod0t 


dr } d’ 
v, co bh = FTIR v, Hd =i 2) 
0 0 


(49 
Gy Mr, 7 ). = mr,0, SIRB, 
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und demnach 


so ergiebt sich: 


Ferner folgt aus 


a er 
m 
dr r r 
vcosp=— = ) 
dı 2 
m l vr 
16H 
2 a 
m? (1 — N vo? ß= — —— — 2am, 
rc r r 
oder wenn der Werth für a, eingesetzt wird: 
2m 1 
2, = — mi? + — (1 — v? co®ß —, 
7 RL 
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WERT alla (1 -)=— m +20, 
r c 
also T=U, — oa, so dass «a, die Constante ist, welche aus dem Prinecip 
der lebendigen Kraft hervorgeht. Sie bestimmt sich aus dem Anfangs- 
zustande als 


Zugleich hat es sich an dieser Stelle bestätigt, dass das Prineip der leben- 
digen Kraft für unser Problem Geltung hat. 

Um die Bedeutung der Constanten ß festzustellen, müssen wir den 
Integralen bestimmte Grenzen geben. Setzen wir als untere Grenze einen 
bestimmten Zahlenwerth r, fest, so ergiebt sich aus: 


NIC 
B) I=m eg 
[04 


dass für r=r°, d.h. !=t, rechts nur stehen bleibt ß,, so dass ß, der An- 
fangswerth von tist. Ebenso folgt aus C), dass ß, der Anfangswerth von # ist. 

Da i und ß stets reell sein müssen, so folgt aus Gleichung B) (wo die 
im Zähler stehende Wurzel nie imaginär wird, weil r stets positiv ist), dass 
die im Nenner stehende Wurzel nie imaginär werden darf, woraus sich für 
r ein Maximal- und Minimalwerth ergeben wird. Diese bestimmen sich 


durch die Gleichung 


2m? Gr 
———2u.m=0 
2 
T r 
als 
b m 1 NN 
n=-—+t — m? — —— 
I Pr? m 
und 
m 1 Ai 
N, = —— — me — ———, 
2a, v2, m 


sind also, wenn c gegeben ist, leicht aus dem Anfangszustande zu berechnen. 

Die möglichen Lagen des angezogenen Punktes sind demnach be- 
schränkt auf einen Ring zwischen zwei concentrischen Kreisen, die mit den 
Radien r, und r, um das anziehende Centrum geschlagen sind. 

Was die Ausführung der elliptischen Integrale anbetrifft, so verweisen 
wir auf die Dissertation von Seegers, wo sie elegant behandelt sind. 

Für das Maximum und Minimum des Abstandes wollen wir die Namen 
Aphelium und Perihelium beibehalten. Seegers hat nachgewiesen, dass 
aufeinanderfolgende Perihelia und Aphelia nicht um dem Winkel x, wie bei 
dem Newton’schen Gesetz, sondern um einen andern von einander ab- 
stehen. | # 

Diese Bemerkung soll mit Hilfe des Obigen dazu dienen, uns ein Bild 
von der stattfindenden Bewegung zu verschaffen. 

Aus der Gleichung des Flächenprineips 

mr?’d — 0, 
folgt zunächst, dass 9 nie sein Zeichen ändert, dass also die Bewegung 
stets in demselben Sinne vor sich geht. Sie umschliesst stets den kleinen 
Kreis und wird von dem grösseren umschlossen. 

Ferner ist auf Grund desselben Princips die Geschwindigkeit um- 
gekehrt proportional der Entfernung des Centrums von der Tangente der 
Bahn, so dass sie am langsamsten im Aphelium ist. Endlich ergiebt sich, 
dass zu demselben r dasselbe 9° gehört. 

Aus dem Princip der lebendigen Kraft folgt durch Elimination der 
Constanten « 


T— T= U, — Dir 
oder 


s ü ö 
[+ 12 9-64) .. 


Für gleiche r ergiebt sich also, da zu denselben gleiche # gehören , 


1 RA r)= ij b (er) 
2 1 er? 1 


eine Gleichung, die nur möglich ist, wenn 
’ r=+t ER 
Folglich gehören zu ee r stets gleiches 9 und gleiches r’ (abgesehen 


ds : : 
vom Vorzeichen), also auch gleiches 77 und abgesehen vom Zeichen glei- 


1 ds? 
ches er und is in Worten also: ; 


Wirdirgend ein um das Centrum geschlagener Kreisvon 
dem angezogenen Punkte öfters durchschnitten, so geschieht 
diesstets mit derselben Geschwindigkeit und, abgesehen vom 
Vorzeichen, unter demselben Winkel. 


Daraus ergeben sich folgende wichtige Eigenschaften der Bahn: 

Ist P ein Perihelium und A das darauf folgende Aphelium, so ist der 
Weg von A nach dem folgenden Perihelium ?, congruent dem Wege von 
P nach A und symmetrisch gegen die Linie AC gelegen, wenn C das Cen- 
trum bedeutet. Der Weg von P, nach A, ist congruent dem von A nach 2, 
und symmetrisch gegen die Linie P,C gelegen u. s. w. 


Die Aphelia folgen also in gleichen Winkelabständen auf einander, 
ebenso die Perihelia unter denselben Winkelspannungen. Ist diese letztere 


y und F irrational, so hat die Bahn unendlich viele congruente Arme; ist 
7 


Y rational, so ist die Anzahl dieser Arme endlich und die Bahn läuft in 
7 


sich selbst zurück. Sie hat zunächst so viele Symmetrieaxen durch c, als 
Perihelia und Aphelia zusammengenommen. Verbindet man ausserdem 
einen Punkt, in welchem zwei Arme der Bahn sich schneiden, mit dem 
Centrum, so entsteht wieder eine Symmetrieaxe. Auch von dieser letzteren 
Gruppe haben wir entweder eine endliche oder eine unendliche Anzahl. 
Für ce= w, wo also das Potential keine Zeit gebraucht, um den an- 
gezogenen Punkt zu erreichen, stimmt das Gesetz mit dem Newton’schen 
überein, und die Bahn des Punktes wird, wenn nur r, endlich bleibt, eine 
Ellipse. Dann ist der Abstand der einzelnen Aphelia unendlich klein, 
d.h. y=0. Istc sehr gross, so ist die Bahn nahezu eine Ellipse und y 
wird sehr klein sein. Ein ungefähres Bild der Bahn für sehr grosses ce (und 
cist in Wahrheit sehr gross) könnte man also etwa auf folgendem Wege 


u 


erhalten: Es bewege sich ein Punkt nach dem Newton’schen Gesetze auf 
einer Ellipse, während dieser Bewegung aber drehe sich die Ellipse sehr 
langsam um den Brennpunkt, in welchem sich die anziehende Kraft be- 
findet. 


7. 


Dasselbe Problem für drei Coordinaten., 


Um zu zeigen, wie schnell die Hamilton’sche Methode zum Ziele 
führt, wollen wir dasselbe Problem noch einmal kurz für drei Coordinaten 
durchführen. 

Die independenten Coordinaten werden eingeführt durch die Gleich- 
ungen 

z=r008p, y-rsinpcosy, z=rSsinpsiny, 


so dass 
” ‚* ” ” u ” 
+ ter Hp Hrsg, 
also 
m .,r . ‚ 
5 ("ro "Arsin pa )- 
Ferner ist 
Pi 
U= = ( um ie) 
r c 
also 
mr 2, mr’sinop 2, m 
1) (TH-UÜ)=r 'n(3 ug +9 2 4 a 


Die Einführung der p ion a, die Gleichungen 


nr epesmr(} + a)’ also. = — —, 
or e ( nen 
® 7 =) 
Renner. a 
a REN Dt See 
0 er OLE) a Were Ps 
ER SHE — mr? sin’ y’ : also vy = EEE 
Das transformirte (T-+ U) wird demnach 
2 
ent u 
2) | mr: "Amrsin®’p r 
Er 
Dieses hat die Eigenschaft, dass 
OTHUl. gr 2Pı 1 ALTE U 2 Ih, 
I 
on am(s 13 e; ; 0 Ps "2amr 
oIT+ THU. 2P3 Er 
0p 2mr? sin’p 3 


ER 


ferner, dass 


AT+U)__O|THU| 2m. oT+O)_ THU 


Art! Or 7? op 2:0 AG 
A DE 
aD N VO 


Die Bewegungsgleichungen von der Form 


d(T+D) at (TE = h 


3 Gi 0 Gi 
wo die g die independenten Coordinaten sind, gehen über in 
Ser EN 
Or Se di r? 3) 
0 EP] dp; 
I ern. 
wozu noch treten 
o|T+U] N 
er. 
a 
OIT+-U : 
II ß) en 
2 
) o\T+U] 
1 OP; u 
Setzen wir jetzt 
ti 
fa+ U) di=V. 
to 
so ergiebt sich 
ES ih oV 9(T+DV) 
III. ARE —y 2 ae Fer I 
DI 0 Acker U) e 


PETE Br —Pp: 


Ferner folgt aus 
IR ISCHA I A oV dp 0oV dy 


di 91 te: dt "Ow'dı 


und 


die Gleichung 
DV. ‚ ‚ ‚ 
pr TR 9 try IRUFEN, 


oder 


oV EN re? oV\ oV 1 m 
NR > Dr (5) er Be... 
ot 2 E mathe)" Op ne 0y/ 2msn®p Tr x 


BE Er 


Dies ist die partielle Differentialgleichung 1'° Ordnung mit vier Variabelen. 
Um sie zu integriren, setzen wir versuchsweise 

oV 

197 Fan} 
so dass die Gleichung übergeht in 


oW.\”? re oW W 1er m? 
1 eher = 
ii 2 00), a ow a, |=: un; 


ep” 
Wir fügen beiderseits — . hinzu und setzen 
r 


also Y=at+W, 


cn m? Gy 
2 (5) Aare 
oder | 
en ler) 
7 r ! 2 2)’ 
d.h 


so geht die Gleichung über in 


&PR oP 1 Oi, 
(5; -) + 5) 


ne 


2 
A : Ü&z ; 
Fügt man beiderseits — —,— hinzu und setzt man 
sin? 


: (2) rn 5” 
EN, are 
0@ sin? p 


Do 
P= 2 ee . 
I y7a “2 Fe 


so verwandelt sich die Gleichung in 
1 ( 2) 1 Bi Od; 
2 \ow) sp sin?p 


-/uy: dy=yo, V2+ (®). 


Demnach ist das allgemeine Integral unserer Differentialgleichung 


| = a 2 
A) ee Aa eng =) (1+5)ar 
+[ Vru-ä Sr dp+Ya,V2 + (e), 


während die Differentialgleichungen des Problems sind 


oder 


le 


also 


oder 


B) BB =1—m — 


rc 
C —— 
r — 204 sm 
r in? p 


Das letztere Integral geht durch die Substitution 


Os SERT 
C0659 = ee .cos N, 


mean SEN dy 
über in 
Gr, 
1 N & 
V2 0 f . | V2 dg 
ar, 
so dass wir erhalten: 
= 
il Ste no Gr 


er)  B=- 


2 m? 20, 2 
a 0m — - iz | 


Die letzte Gleichung endlich ist 
D) u 


2 ® 
0 
sin? o Vi en 


sin? p 
Führt man hier coiggp als Variabele ein, so entsteht 


det - : > 
v—ß=—0; — — 97 — ——areeos(V — - ;e0tg9), 
Vo Gy — 0, clg’o ae 


woraus zunächst folgt 


&> 
E) cos (d — B,) = Va .colg op, 
3 


123 


so dass die Bewegung in einer Ebene stattfindet. 


Da nur Werthe zwischen 0 und 180° annimmt, so ergiebt sich aus 
den nach g genommenen Integralen, dass der Minimalwerth von sin p ist 
”, Ist also J die Neigung der Ebene der Bahn gegen die Ekliptik, für 
Op | 
welche 9 = 90° ist, so ist das Minimum von sing 

3 sin (N) 08. 
a1 


Da also H 
RER er 
ER EEE, PIERRE DH Bu Beug! 
ist, so lässt sich Gleichung E) auch schreiben 
E*) cos (p — ß,) = X cotgJ. cotg p. 


Für 9=%° ist cos (w—ß,;)=0, also (y—P,)=+%" Das zu 9=90° ge- 
hörende » ist aber die Länge des auf-, resp. absteigenden Knotens, d. h- 
ß, ist die Länge des aufsteigenden Knotens + 9%. 


Geben wir nun, um die Bedeutung der sämmtlichen Constanten kennen 
zu lernen, den unteren Grenzen der Integrale bestimmte Zahlenwerthe, so 
folgt aus Gleichung D), dass P, der Anfangswerth von ı ist. Die Anfangs- 
lage des Planeten ist also der tiefste oder höchste Punkt der Bahn. Daraus 


folgt, dass 
Tt 

un. ( Er ,) 
ist. Letzteres kann man auch aus Gleichung E*) ablesen, denn da 

w— P=0 
ist, so folgt 

1=+ cotgJ cotgp, 

also, da p nur positive Werthe zwischen 0° und 180° annimmt, 


) 


ß, würde sich aus Gleichung C*) als Null ergeben. Um dies zu verifi- 
eiren, können wir ähnlich, wie bei Jacobi 8.188, folgende Betrachtung 
anstellen: 

Aus 


30 | 2 
EN el 
cos, =cos| - De a 
9 (Er Ri Bi 
und der obigen Substitution 


c05p —= SEE cosN 
02 


ergiebt sich, dass der Anfangswerth von n Null ist, also Gleichung C*) über- 
geht in 


Nun ist aber die Hypotenuse eines rechtwinkligen sphärischen Dreiecks, 
dessen Katheten n und (90°— n) sind (vergl. Zeichnung bei Jacobi). n ist 
also gleich 90° vermindert um die Entfernung des Planeten vom aufsteigen- 
den Knoten. Für r=r, verschwindet das Integral und n geht über in 90° 
vermindert um die Entfernung der Anfangslage des Planeten vom aufstei- 


a 


genden Knoten, so dass sich für ß, folgende geometrische Bedeutung er- 
giebt: 


P, = 


: - [90°— (Entfernung der Anfangslage des Planeten 
v2 | vom aufsteigenden Knoten) | 
Diese Entfernung beträgt aber 90°, also ist wirklich = 0. 

Differentiirt man die Gleichungen B), C) und D) nach den entsprechen- 
den Variabelen und vergleicht man die Resultate, so ergiebt sich, dass 


oder 


03 ; 
— dt=r? sin’p dy. 
m 


Demnach ist die Projection der doppelten Flächengeschwindigkeit 
m | 


auf die xy-Ebene, die wirkliche doppelte Flächengeschwindigkeit aber 


muss sein 


m’cosJ m, m’ 
co, also behält die Bedeutung, wie in 86; «, ergiebt sich aus der Gleichung 
0, — 0, c08J, a, endlich ist wiederum die aus dem Prineip der lebendigen 
Kraft entspringende Constante. Diese Uonstanten ergeben sich sämmtlich 
aus dem Anfangszustande. 
In Betreff der Ausführung der elliptischen Integrale können wir wie- 
derum auf Seegers verweisen. 


Anhang. 


e 


Da in unserem Probleme { nicht explieite vorkommt und ausserdem das 
Prineip der lebendigen Kraft gilt, so lässt sich alles das, was Jacobi in 
der 21. Vorlesung sagt, auf dasselbe ausdehnen, so dass man den Weg zur 
partiellen Differentialgleichung bedeutend abkürzen kann. 

Man führe eine neue unabhängige Variabele & durch die Gleichung 
oV oV 


— = ein und setze für F eine neue Function V=V—la=V —t—., so 


0 ot 


da © wird und Gleichung 


1) SR —=0 
Par 


übergeht in eine Gleichung von der Form 


oW.: 0W 
2) rw lm 0.) 
1 


Ist W durch Integration ermittelt, so lässt sich leicht zeigen, dass die 


Integralgleichungen sind 


== = LE == ig 
| de ra 
3) DW ee 2Ww 
—— I ns eye — = 5 
dq Pı5 ’ ee Pv—1n AR Pv 


Nun lautet aber das Prineip der lebendigen Kraft 
4) =e+T-7, | 
und es lässt sich zeigen, dass die Gleichungen 2) und 4) identisch sind. 

Für alle Probleme, bei denen es sich um Anziehungen nach dem 
Weber’schen Gesetze handelt, lässt sich also, wenn £ nicht explicite vor- 
kommt und das Princip der lebendigen Kraft bestehen bleibt, die partielle 
Differentialgleichung auf folgendem Wege finden: 

Man bringe in der Gleichung der lebendigen Kraft die 
Transformationen der Hamilton’schen Methode an und setze 
B=;- so erhält man sofort diepartielle Differentialgleich- 
ung l!*" Ordnung, aus welcher dann die Integralgleichungen 
des Systems von Differentialgleichungen folgen. 

Um dies für unser Problem zu zeigen und dabei die früheren Trans- 
formationen zu benutzen, führen wir in Gleichung 4) ein 

U=-— 04, 


so dass sie übergeht in 


2 
5) T+U-— =- u 
oder, nach Gleichung 2) in S 7, 
2 N) 2 2 
Pı IE IE NER FERN 


1 mr? '2mrsinpg r 
1 
4m (14) 


W 
Setzt man also p; = ‚ so entsteht 


09 


oeW\” re oW‘\” ı ( a 1 | m? 
1 RE ya re 
(5) 2+ + r? n- oO r? sin? op r DS: 


Diese Gleichung stimmt überein mit der in $7 für W abgeleiteten. 


aa) BE EIN 


Natus sum Gustavus Holzmüller anno h. s XLIV die II 
m. Januarii Merseburgi patre Theophilo, matre Paulina e gente Beck, 


quos parentes dileetissimos adhuc vivos pio gratogue animo veneror. 
Fidei addietus sum evangelicae. 


Primis litterarum elementis in scholis publieis, rectore Lüben tum 
tlorentibus, instruetus, per sex annos frequentavi Gymnasium Merse- 


burgense, cui praefuit Prof. Dr. Scheele. 


Testimonio maturitatis ornatus Halas me contuli, ubi ab Ill. Heine, 
Rectore tune magnifico, in numerum civium academicorum receptus, et 
matheseos et rerum naturalium, studio per quatuor annos et dimidium 


operam dedi. 


Docuerunt me disciplinas mathematicas viri Ill. Heine, Rosenberger, 
Roch, Schwarz, Thomae; physicen experimentalem Ill. Knoblauch; bota- 
nicen viri Ill. de Schlechtendal, de Bary; zoologiam Ill. Giebel; mine- 


ralogiam Ill. Girard; philosophiam viri Ill. Erdmann, Schaller. 


Seminarlis math. et phys, interfui virorum Ill. Heine, Schwarz, 


Knoblauch. 


Quibus omnibus viris Ill. optime de me meritis imprimis Ill. 
Heine et Ill. Knoblauch, qui benevolentissime tironem adjuverunt, sum- 


mas quas possum gratias ago. 


THESES. 


It 


Rerum naturalium disciplinas eatenus tantum pro ex- 


actis haberi posse, quatenus rationi mathematicae subjieiantur. 


Le 


Prima elementa theoriae sectionum conicarum in gym- 


nasıis esse tractanda. 


II. 


Contemplationem corporum optimam esse introductionem 


in disciplinam geometricam. 
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